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Аннотация. Актуальность и цели. Работа посвящена исследованию групп базовых 
автоморфизмов ( , )BA M F  картановых слоений ( , )M F , накрытых расслоениями, и 
нахождению достаточных условий для существования в ( , )BA M F  структуры конеч-
номерной группы Ли. Класс картановых слоений, накрытых расслоениями, достаточ-
но широк, он содержит, в частности, картановы ( , )X G -слоения со связностью Эре-
смана, картановы слоения с нулевой трансверсальной кривизной, а также картановы 
слоения с интегрируемой связностью Эресмана. Материалы и методы. В работе ис-
пользованы методы слоеных расслоений и накрывающих отображений. Результаты. 
Найдены достаточные условия для того, чтобы группа базовых автоморфизмов кар-
танова слоения, накрытого расслоением, допускала структуру конечномерной груп-
пы Ли. Получены оценки размерности данной группы. Более того, для картановых 
слоенией с интегрируемой связностью Эресмана указан способ вычисления групп ба-
зовых автоморфизмов. Выводы. Структура групп базовых автоморфизмов картано-
вых слоений, накрытых расслоениями, определяется структурой глобальной группы 
голономии таких слоений. 
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Abstract. Background. This work is devoted to the study of basic automorphisms 
( , )BA M F  groups of Cartan foliations ( , )M F  covered by fibrations, and to finding suffi-

cient conditions for the existence of a finite-dimensional Lie group structure in ( , )BA M F . 
The class of Cartan foliations covered by fibrations is quite wide; it contains, in particular, 
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Cartan ( , )X G -foliations with Ehresmann connections, Cartan foliations with a vanishing 
transversal curvature, and Cartan foliations with integrable Ehresmann connection. Meth-
ods. We used the methods of foliated bundles and covering maps in this research. Results. 
We get sufficient conditions for the basic automorphism group of Cartan foliation covered 
by fibrations to admit a finite-dimensional Lie group structure in the category of Cartan fo-
liations. Estimates of this group dimension are obtained. Moreover, for Cartan foliations 
with integrable Ehresmann connection, a method for computing groups of basic automor-
phisms is specified. Conclusions. The structure of basic automorphisms groups of Cartan 
foliations covered by fibration is determined by the structure of the global holonomy group 
of such foliations. 
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Введение 
 Одним из основных объектов, ассоциированных с геометрической 

структурой на гладком многообразии, является его группа автоморфизмов. 
Во введении к монографии Ш. Кобаяси [1] подчеркнуто, что существование 
структуры конечномерной группы Ли в группе автоморфизмов многообразия 
с геометрической структурой является одной из центральных проблем диф-
ференциальной геометрии. 

Как известно, решенная 5-я проблема Гильберта посвящена нахожде-
нию условий, при которых топологическая группа допускает структуру груп-
пы Ли [2]. Из многочисленных работ Э. Картана, Р. Майера, H. Стинрода,  
К. Номидзу, Ш. Кабаяси, Ш. Эресмана и других авторов известно, что группы 
автоморфизмов многих геометрических структур являются группами Ли пре-
образований (см. обзор [3]). 

Пространства, которые сейчас называются картановыми геометриями, 
были введены Э. Картаном в 1920-х гг. Теория картановых геометрий изло-
жена в монографиях А. Чапа, Я. Словака [4], Р. В. Шарпе [5], М. Крампина  
и Д. Саундерса [6]. В настоящее время картановы геометрии и картановы 
слоения исследуются многими математиками и находят применение в раз-
личных физических теориях (см. например, [7–10]). 

Пусть ( , )M F  – гладкое слоение. Напомним, что голономно инвариант-
ная геометрическая структура на многообразии M  называется трансверсаль-
ной к слоению ( , )M F . Другое, эквивалентное определение трансверсальной 
геометрической структуры, в качестве которой выступает картанова геометрия, 
дано в разд. 1. В теории слоений с трансверсальными картановыми геометрия-
ми в качестве морфизмов рассматриваются локальные диффеоморфизмы, пе-
реводящие слои в слои и сохраняющие трансверсальную геометрию (см. раз-
дел 1). Категория картановых слоений обозначается через Cℑ . 

Данная работа посвящена исследованию групп автоморфизмов карта-
новых слоений, т.е. слоений, допускающих в качестве трансверсальной 
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структуры картанову геометрию. Изучение картановых слоений мотивирова-
но тем, что такие широкие классы слоений, как параболические, конформ-
ные, проективные, псевдоримановы, лоренцевы, вейлевы, трансверсально од-
нородные слоения и слоения с трансверсальной линейной связностью, – при-
надлежат к классу картановых слоений. Поэтому исследование картановых 
слоений позволяет с единой точки зрения изучать общие свойства указанных 
слоений, в то время как многие авторы изучают их по отдельности. 

Пусть ( , )A M F  – полная группа автоморфизмов картанова слоения 
( , )M F  в категории Cℑ . Группа ( , ) : { ( , ) | ( ) }LA M F f A M F f L L L Fα α α= ∈ = ∀ ∈  
является нормальной подгруппой ( , )A M F  и называется группой слоевых ав-
томорфизмов слоения ( , )M F . Факторгруппа  ( , ) / ( , )LA M F A M F  называет-
ся группой базовых автоморфизмов и обозначается через ( , )BA M F . Под-
черкнем, что группа базовых автоморфизмов ( , )BA M F  картанова слоения 
( , )M F  является инвариантом в категории картановых слоений .CF  

Мы исследуем группы базовых автоморфизмов ( , )BA M F  картановых 
слоений ( , )M F , накрытых расслоением, и находим достаточные условия для 
существования в группе ( , )BA M F  структуры конечномерной группы Ли. 
Дж. Лесли, впервые решил подобную задачу для гладких слоений на ком-
пактных многообразиях и рассмотрел приложение к слоениям с трансвер-
сальной G -структурой. Для слоений с полными трансверсально проектируе-
мыми аффинными связностями данная проблема решалась И. В. Белько [11]. 
Группы базовых автоморфизмов полных слоений с эффективными трансвер-
сальными жесткими геометриями исследованы Н. И. Жуковой [12], ею вве-
ден алгебраический инвариант, названный структурной алгеброй Ли слоения, 
и доказано, что равенство данного инварианта нулю является достаточным 
условием для того, чтобы группа базовых автоморфизмов данного класса 
слоений допускала структуру конечномерной группы Ли. В статье [13] ис-
следовалось существование структуры группы Ли в группах базовых авто-
морфизмов картановых слоений, моделируемых на неэффективных картано-
вых геометриях. 

1. Основные результаты 
Среди картановых слоений выделяются слоения, накрытые расслое-

ниями. 
Определение 1. Cлоение ( , )M F  называется накрытым расслоением, 

если слоение ( , )M F  , индуцированное на пространстве универсального 
накрывающего отображения :k M M→  , образовано слоями локально триви-
ального расслоения :r M B→ . 

Следующая теорема описывает глобальную структуру картанова слое-
ния, накрытого расслоением. 

Теорема 1. Пусть ( , )M F  – картаново слоение, моделируемое на кар-
тановой геометрии ξ, накрытое расслоением :r M B→ , где :k M M→   – 
универсальное накрытие. Тогда: 
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1) существует регулярное накрывающее отображение ˆ:k M M→  такое, 
что индуцированное слоение F̂  образовано слоями локально тривиального 
расслоения ˆ:r M B→  над односвязным многообразием B , причем ξ  инду-
цирует на B  картанову геометрию η , локально изоморфную ξ ; 

2) определен эпиморфизм 1: ( , ) ,M xχ π →Ψ  ,x M∈  фундаментальной 
группы 1( , )M xπ  на подгруппу Ψ  группы Ли автоморфизмов ( , )Aut B η  кар-
танова многообразия ( , )B η ; 

3) группа накрывающих преобразований накрытия ˆ:k M M→  изо-
морфна группе Ψ . 

Определение 2. Группа ( , )M FΨ = Ψ , удовлетворяющая теореме 1, 
называется глобальной группой голономии картанова слоения ( , )M F , накры-
того расслоением. 

Мы приводим подробное доказательство следующей теоремы, приве-
денной без доказательства в статье [13, Proposition 8]. Эта теорема устанавли-
вает связь между группой базовых автоморфизмов ( , )BA M F  картанова слое-
ния ( , )M F , накрытого расслоением, и его глобальной группой голономии Ψ. 

Теорема 2. Пусть ( , )M F  – картаново слоение, накрытое расслоением 
ˆ:r M B→ , где B  – односвязное картаново многообразие. Предположим, что 

глобальная группа голономии Ψ  является дискретной подгруппой группы 
Ли ( , )Aut B η . Пусть ( )N Ψ  – нормализатор Ψ  в группе ( , )Aut B η . Тогда 
группа базовых автоморфизмов ( , )BA M F  является группой Ли изоморфной 
открыто-замкнутой подгруппе Ли фактор-группы ( ) /N Ψ Ψ  и 
dim( ( , )) dim( ( ) / )BA M F N= Ψ Ψ . Структура группы Ли в группе ( , )BA M F  
единственна. 

Следующая теорема указывает способ вычисления групп базовых  
автоморфизмов для картановых слоений с интегрируемой связностью  
Эресмана. 

Теорема 3. Пусть ( , )M F  – картаново слоение с интегрируемой связ-
ностью Эресмана Q . Тогда: 

1) существует регулярное накрытие :k M M→   такое, что 0M L B= × , 
где 0L  – многообразие, диффеоморфное любому слою с тривиальной груп-
пой голономии, а B  – односвязное многообразие, причем индуцированное 
слоение F k F= ∗  образовано слоями канонической проекции 0:r L B В× →  
на второй сомножитель, а на B  индуцирована картанова геометрия η , отно-
сительно которой k  – морфизм картановых слоений ( , )M F  и ( , )M F  ; 

2) слоение ( , )M F  является ( ( , ), )Aut B Bη -слоением; 
3) если, кроме того, глобальная группа голономии Ψ  является дис-

кретной подгруппой группы Ли ( , )Aut B η  и нормализатор ( )N Ψ  равен цен-
трализатору ( )Z Ψ  группы Ψ  в ( , )Aut B η , то имеет место равенство 

( , ) ( ) /BA M F N≅ Ψ Ψ . 
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Используя теорему 3, мы строим пример вычисления группы базовых 
автоморфизмов некоторого конформного слоения произвольной коразмерно-
сти q , где 3q ≥  на ( 1)q + -мерном многообразии. Другие примеры построе-
ны в [13]. 

2. Категория картановых слоений 
Категория картановых геометрий. Пусть G  и H  – группы Ли с ал-

гебрами Ли ℊ и   соответственно, причем H  – замкнутая подгруппа в G . 
Главное H -расслоение ( , )P N H  над гладким многообразием N  с проекцией 

:p P N→  и ℊ-значной 1-формой 1( ,Pω∈Ω ℊ) называется картановой гео-
метрией на N  типа ( , )G H , если выполнены следующие условия: 

c1) отображение :u uT Pω →ℊ u P∀ ∈  – изоморфизм векторных про-
странств; 

c2) ( )A A∗ω =  для любого A∈ , где *A  – фундаментальное векторное 
поле; 

c3) форма ω  является H -эквивариантной, т.е. * 1( )h GR Ad h−ω = ω  для 
каждого h H∈ , где :GAd H GL→ (ℊ) – присоединенное представление под-
группы Ли H G⊂  в алгебре Ли ℊ. При этом ℊ-значная форма ω  называется 
картановой связностью. Будем обозначать картанову геометрию типа ( , )G H  
через ( ( , ), )P N Hξ = ω . Пара ( , )N ξ – картаново многообразие. 

Максимальная нормальная подгруппа K  группы G , содержащаяся  
в H , называется ядром пары ( , )G H . Обозначим алгебру Ли группы K  через 
κ. Картанова геометрия ( ( , ), )P N Hξ = ω  типа ( , )G H , моделируемая на паре 
групп Ли ( , )G H , называется эффективной, если ядро K  пары ( , )G H  триви-
ально. Далее предполагаем, что все рассматриваемые картановы геометрии 
являются эффективными. 

Пусть ( ( , ), )P N Hξ = ω  и ( ( , ), )P N H′ ′ ′ ′ξ = ω  – две картановых геометрии 
со структурной группой H. Морфизмом из ξ  в ′ξ  называют гладкое отобра-

жение : P P′Γ → , для которого * ′Γ ω = ω  и a aR RΓ = Γ  , a H∈ . Категорию 
картановых геометрий обозначим через Car . Если ( , )Mor ′Γ∈ ξ ξ , тогда про-
екция : N N ′γ →  определена равенством p p′ Γ = γ  , где :p P N→  и 

:p P N′ ′→  – проекции, соответствующие H -расслоениям. 
Проекция γ  называется автоморфизмом картановых многообразий 

( , )N ξ  и ( , )N ′ ′ξ . Обозначим через ( , )Aut N ξ  группу всех автоморфизмов 
картанова многообразия ( , )N ξ , а через ( )A ξ  – группу всех автоморфизмов 

картановой геометрии ξ . Пусть *( , ) : { ( ) | }A P Diff Pω = Γ∈ Γ ω= ω  – группа ав-
томорфизмов параллелизуемого многообразия ( , )P ω , которая, как известно, 
является группой Ли, причем dim( ( , )) dimA P Pω ≤ . Заметим, что 

( ) { ( , ) | }a aA A P R Rξ = Γ∈ ω Γ = Γ   – замкнутая подгруппа группы Ли 
( , )A P ω . Следовательно, ( )A ξ  является группой Ли, причем определено 

отображение : ( ) ( , ) :A Aut Nσ ξ → ξ Γ γ , где γ  – проекция автоморфизма Γ  
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на N , которое в силу эффективности картановой геометрии является изо-
морфизмом групп Ли. 

Картановы слоения. Пусть N  – гладкое q-мерное, возможно не связ-
ное, многообразие; M  – гладкое n-мерное многообразие, где 0 q n< < . Пред-
положим, что многообразие N  наделено картановой геометрией 

( ( , ), )P N Hξ = ω . Пусть :p P N→  – проекция H -расслоения. На каждом от-
крытом подмножестве V N⊂  индуцирована картанова структура 

( ( , ), )V V VP V Hξ = ω  типа ( , )G H  такая, что 1: ( )VP p V−=  и : |
VV Pω = ω . 

Напомним, что ( , )N ξ -коциклом на M  называется семейство 

,{ , ,{ }}i i i j Jij
U f ∈ς = γ , удовлетворяющее следующим условиям: 

1) { | }iU i J∈  – открытое покрытие многообразия M  открытыми связ-
ными подмножествами iU  из M , а :i if U N→  – субмерсии со связными 
слоями; 

2) если ,i jU U∩ ≠∅  ,i j J∈ , то существует изоморфизм 

( ) ( ):
j i j i i jij f U U f U U∩ ∩Γ ξ → ξ  картановых геометрий, индуцированных на от-

крытых подмножествах ( )j i jf U U∩  и ( )i i jf U U∩  такой, что проекция ijγ  
изоморфизма ijΓ  удовлетворяет равенству i ij jf f= γ   на ,i jU U∩ ≠∅  
,i j J∈ ; 

3) если ,i j kU U U∩ ∩ ≠∅  , ,i j k J∈ , то ij jk ikγ γ = γ  для любого 

i j kx U U U∈ ∩ ∩  и 
iii Uidγ = . 

Два ( , )N ξ -коцикла называются эквивалентными, если cуществует 
( , )N ξ -коцикл, содержащий оба этих коцикла.  

Пусть { } ,
, ,{ }i i ij i j J

U f
∈

 γ  
 – класс эквивалентности ( , )N ξ -коцикла на 

многообразии M , содержащий коцикл ς . Класс эквивалентности ( , )N ξ -
коциклов задает картаново слоение на многообразии M , следующим обра-
зом. Пусть семейство 1{ ( ) | , }i if v v V i J−Σ = ∈ ∈  образует базу некоторой топо-
логии τ  в M . Компоненты линейной связности топологического простран-
ства ( , )M τ  образуют разбиение : { | }F L Jα= α∈  многообразия M . Пара 
( , )M F  называется картановым слоением коразмерности q  моделируемым 
на картановой геометрии ( ( , ), )P N Hξ = ω , которая называется транс-
версальной для слоения ( , )M F . Подмножество |L Jα α∈  называются слоя-
ми слоения ( , )M F . При этом говорят, что ( , )M F  задано ( , )N ξ -коциклом ς . 

Морфизмы картановых слоений. Пусть ( , )M F  и ( , )M F′ ′  – картано-

вы слоения, определенные ( , )N ξ -коциклом { }, ,{ }i i ijU fς = γ  и ( , )N ′ ′ξ -

коциклом { }, ,{ }i i ijU f′ ′ ′ ′ς = γ  соответственно. Все объекты, относящиеся к ′ς , 
отмечены штрихом. 
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Пусть :f M M ′→  – гладкое отображение, которое является изомор-
физмом в категории . Следовательно, для любых x M∈  и : ( )y f x=  су-
ществуют окрестности kU x∋  и 'sU y∋  из ς  и ′ς  соответственно и диф-
феоморфизм : k sV V ′ϕ → , где : ( )k k kV f U=  и : ( )s s sV f U′ ′ ′=  удовлетворяют со-
отношениям ( )k sf U U ′=  и |

kk s Uf f f′ϕ =  . Далее мы будем использовать 

следующие обозначения: : |
kk VP P= , : |

ss VP P
′′ ′′=  и : |

kk Pp p= , '' : |
ss Pp p= . 

Говорят, что f  сохраняет трансверсальную картанову геометрию, если 
каждый такой диффеоморфизм : k sV V ′ϕ →  является изоморфизмом индуци-
рованных картановых геометрий ( , )

kk VV ξ  и ( , )
ss VV ′′ ′ξ , т.e. если существует 

изоморфизм : k sP P′Φ →  в категории Car , удовлетворяющий коммутативной 
диаграмме (рис. 1). 

 

 
Рис. 1 

 
Подчеркнем, что в силу эффективности трансверсальной картановой 

геометрии с данной проекцией ϕ  существует единственный изоморфизм 
: k sP P′Φ →  в категории Car . Данное определение Φ  корректно, т.е. не зави-

сит от выбора окрестностей kU  и sU ′  из ς  и ′ς . 
Определение 3. Под морфизмом двух картановых слоений ( , )M F  и 

( , )M F′ ′  понимается локальный диффеоморфизм :f M M ′→ , отображаю-
щий слои в слои и сохраняющий трансверсальную картанову структуру. Ка-
тегория Cℑ , объектами в которой являются картановы слоения, а морфизма-
ми – морфизмы картановых слоений, называется категорией картановых 
слоений. 

3. Связность Эресмана для слоений 
 Слоения со связностью Эресмана. Р. А. Блюменталь и Дж. Дж. Хе-

бда [14] ввели понятие связности Эресмана для слоения ( , )M F  как есте-
ственное обобщение связности Эресмана для субмерсий. Пусть ( , )M F  – 
слоение коразмерности q ; Q  – гладкое q -мерное распределение на M , 
трансверсальное к слоению F . Кусочно-гладкие интегральные кривые рас-
пределения Q  называются горизонтальными, а кусочно-гладкие кривые в 
слое называются вертикальными. Кусочно-гладкое отображение H  квадрата 
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1 2I I×  в M  называется вертикально-горизонтальной гомотопией, если кри-
вая 

2{ }| s IH ×  является вертикальной для любого 1s I∈  и кривая 
1 { }|I tH ×  явля-

ется горизонтальной для любого 2t I∈ . В этом случае пара путей 

1 2{0} {0}( | ; | )I IH H× ×  называется базой H .  
Известно, что существует не более одной вертикально-горизонтальной 

гомотопии с данной базой. Распределение Q  называется связностью Эре-
смана для слоения ( , )M F , если для любой пары путей ( , )hσ  в M  с общей 
начальной точкой (0) (0)hσ = , где σ  – горизонтальная кривая, а h  – верти-
кальная кривая, существует вертикально-горизонтальная гомотопия H  с ба-
зой ( , )hσ . 

Простое слоение со связностью Эресмана. Пусть f:M→N – субмерсия 
со связными слоям. Напомним, что слоение 1{ ( ), }F p z z N−= ∈ , образованное 
слоями субмерсии, называется простым слоением. Пусть ( , )M F  – произ-
вольное гладкое слоение связностью Эресмана. Если существует его накры-
тие ˆ ˆ:k M M→  такое, что поднятое слоение ˆ ˆ( , )M F  является простым, то 
слоение ( , )M F  накрыто расслоением. 

4. Классы слоений, накрытых расслоениями 
( , )X G -слоения со связностью Эресмана. Пусть X  – гладкое связное 

многообразие, G  – группа Ли диффеоморфизмов многообразия X . Напо-
мним, что действие группы G  на многообразии X  называется квазианали-
тическим, если для любого открытого подмножества U X⊂  и элемента 
g G∈  равенство | |U Ug id=  влечет g e= , где e  – тождественное преобразо-
вание в X . 

Предположим, что группа диффеоморфизмов G  многообразия X  дей-
ствует на N квазианалитически. Слоение ( , )M F , заданное ( , )N ξ -коциклом 

{ } ,
, ,{ }i i ij i j J

U f
∈

γ , называется ( , )X G -слоением, если для каждого 

,i jU U∩ ≠∅  ,i j J∈  существует элемент g G∈ , удовлетворяющий равен-
ству ( )|

j i jij f U Ug ∩γ = . Если, кроме того, ( , )X ξ  – картаново многообразие и 

группа G  – подгруппа группы автоморфизмов ( , )Aut X ξ , то ( , )M F  – карта-
ново ( , )X G -слоение. Из работы [7, раздел VI] следует, что картановы 
( , )X G -слоения со связностью Эресмана накрыты расслоениями. 

 Картановы слоения с нулевой трансверсальной кривизной. Карта-
ново слоение ( , )M F  типа ( , )G H , трансверсальная картанова кривизна кото-
рого равна нулю, является ( , / )G G H -слоением и, если слоение ( , )M F  имеет 
связность Эресмана, оно накрыто расслоением. Следовательно, все получен-
ные результаты справедливы для картановых слоений с нулевой трансвер-
сальной кривизной, допускающих связность Эресмана. 

Конформные слоения коразмерности q , 3q ≥ . Согласно [12, теоре-
ма 5] любое конформное слоение коразмерности q , 3q ≥ , не являющееся 
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римановым слоением и обладающее связностью Эресмана, накрыто расслое-
нием и поэтому входит в класс исследуемых слоений. 

Слоения с интегрируемой связностью Эресмана. Напомним, что 
связность Эресмана Q  для слоения ( , )M F  называется интегрируемой, если 
интегрируемо распределение Q . Слоения с интегрируемой связностью Эре-
смана накрыты расслоениями и входят в исследуемый нами класс слоений. 

Надстроечные слоения. Конструкция надстроечного слоения предло-
жена А. Хeфлигером и подробно описана в [15]. Заметим, что надстроечные 
слоения образуют класс слоений c интегрируемой связностью Эресмана и 
накрыты расслоениями. 

Картаново слоение коразмерности 1q = . Любое гладкое одномерное 
распределение интегрируемо, поэтому картаново слоение ( , )M F  коразмер-
ности 1, допускающие связность Эресмана, накрыто расслоением. 

5. Доказательство основных теорем 
Регулярные накрывающие отображения 
Определение 4. Пусть :f M B→  – субмерсия. Говорят, что q , 

ˆ ( )h Diff M∈ , лежит над ( )h Diff B∈  относительно f , если ˆh f f h=  . 
Пусть :k K K→   – универсальное накрывающее отображение, где K  

и K  – гладкие многообразия. По аналогии с теоремой 28.10 из [16] нетрудно 
показать, что для любого ( )h Diff K∈  существует диффеоморфизм 

( )h Diff K∈  , лежащий над h . Для произвольного накрывающего отображе-
ния аналогичное утверждение, вообще говоря, не верно. Нетрудно доказать 
следующий критерий существования поднятий произвольных диффеомор-
физмов относительно регулярных накрытий. 

Предложение 1. Пусть ˆ ˆ:k K K→  – гладкое регулярное накрывающее 
отображение с группой накрывающих преобразований Γ . Диффеоморфизм 
ˆ ˆ( )h Diff K∈ лежит над некоторым диффеоморфизмом ( )h Diff K∈  тогда и 

только тогда, когда он удовлетворяет равенству ˆ ˆh hΓ = Γ  . 
Доказательство теоремы 1. Предположим, что ( , )M F  – картаново 

слоение, моделируемое на эффективной картановой геометрии 
( ( , ), )P N Hξ = ω , накрыто расслоением :r M B→ , и :k M M→   – универ-

сальное накрытие. Расслоение :r M B→  имеет связные слои и односвязное 
многообразие M . Применяя точную гомотопическую последовательность 
для этого расслоения, мы получаем, что его базовое многообразие B  также 
односвязно. 

Для произвольной точки b B∈  рассмотрим 1( )y r b−∈   и ( )x k y=  . Не 
нарушая общности, считаем, что существует окрестность iU , ix U∈ , из 

( , )N ξ -коцикла { } ,
, ,{ }i i ij i j J

U f
∈

γ , задающего слоение ( , )M F , и окрестность 

iU , iy U∈  , такая, что | :
i i iUk U U→   – диффеоморфизм. 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 2021. № 1 

 58

Пусть : ( )i iV r U=  . Тогда определен диффеоморфизм : i iV Vϕ → , удовле-
творяющий равенству | |

i iiU Ur f kϕ =   . Подчеркнем, что диффеоморфизм ϕ  

индуцированной картановой геометрии 
iVη   на iV  будет также изоморфизмом 

( , )
ii VV η   и ( , )

ii VV ξ  в категории картановых геометрий . Прямая проверка 

показывает, что определенная на B геометрия η  является картановой, причем 
| ,

i iV V i Jη = η ∈  . Таким образом, утверждение (1) доказано. 

Зафиксируем точки 0x M∈  и 1
0 0( )y k x M−∈ ∈  . Тогда фундаменталь-

ная группа 1 0( , )M xπ  действует на универсальном накрывающем простран-
стве M  как группа накрывающих преобразований 1 0( , )G M x≅ π  накрытия 
k . Так как G  сохраняет индуцированное слоение ( , )M F  , образованное сло-
ями расслоения :r M B→ , то каждое преобразование Gψ∈   определяет 
диффеоморфизм ( )Diff Bϕ∈  многообразия B , удовлетворяющий равенству 
r rψ = ψ   . Отображение : :Gχ →Ψ ψ ψ    – эпиморфизм групп и утвер-
ждение (2) доказано.  

Заметим, что G  – подгруппа группы автoморфизмов ( , )A M F   слоения 
( , )M F   в категории . Следовательно Ψ  – подгруппа группы автоморфиз-
мов ( , )Aut B η  в категории картановых геометрий . Ядро ker( )χ  отобра-
жения χ  определяет фактор-многообразие ˆ : / ker( )M M= χ  с фактор-

отображением ˆ ˆ:k M M→  и фактор-группой )ker(/~:ˆ χGG =  такой, что 
ˆˆ /M M G≅ . Фактор-отображение ˆ:k M M→  – регулярное накрывающее 

отображение, причем Ĝ  действует на M̂  как группа накрывающих преобра-
зований. Отображение ˆ: : ker( ) ( ),Gθ →Ψ ψ⋅ χ χ ψ   ,Gψ∈   – изоморфизм 
групп, (3) доказано. ⬛  

Cлоеное расслоение. Пусть ( , )M F  – картаново слоение, моделируе-
мое на картановой геометрии ( ( , ), )P N Hξ = ω  типа ( , )G H . Тогда определено 
главное H -расслоение с проекцией : Mπ ℜ→ , H -инвариантное слоение 
( , )ℜ ℑ  и ℊ-значная H -эквивариантная 1-форма β  на ℜ , удовлетворяющие 
следующим условиям: 

(i) *( )A Aβ =  для любого A∈ ; 
(ii) отображение :u uTβ ℜ→ , u∈ℜ , сюръективно, причем 

ker ( )u uTβ = ℑ ; 
(iii) слоение ( , )ℜ ℑ  – трансверсально параллелизуемое; 
(iv) 0XL β =  для каждого векторного поля X , касательного к слоению 

( , )ℜ ℑ . 
Главное H -расслоение ( , )M Hℜ  называется слоеным расслоением,  

а слоение ( , )ℜ ℑ  поднятым слоением для картанова слоения ( , )M F . 
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Eсли поднятое слоение ( , )ℜ ℑ  образовано слоями локально тривиаль-
ного расслоения :b Wπ ℜ→ , то /W =ℜ ℑ  – гладкое многообразие, на кото-

ром индуцированы ℊ-значная 1-форма β , причем * :bπ β = β , и локально сво-
бодное действие группы Ли H  на W . При этом ( , )W β  – параллелизуемое 
многообразие и ( , )A W β  – группа Ли его автоморфизмов, свободно действу-

ющая на W . Далее, через ( , )HA W β  обозначается замкнутая подгруппа Ли 
группы Ли ( , )A W β , образованная преобразованиями, коммутирующими с 
индуцированным действием группы Ли H  на W . 

Доказательство теоремы 2. Предположим, что картаново слоение 
( , )M F  накрыто расслоением. Тогда, слоение ( , )M F  , индуцированное на 
пространстве универсального накрывающего отображения :k M M→  , опре-
делено слоями локально тривиального расслоения :r M B→ . Благодаря тео-
реме 1 определены регулярное накрывающее отображение ˆ:k M M→  и ло-
кально тривиальное расслоение ˆ:r M B→ , причем B  – односвязное много-
образие с индуцированной картановой геометрией η . Пусть Ψ  – глобальная 
группа голономии слоения ( , )M F , тогда Ψ  изоморфна группе накрываю-
щих преобразований G накрытия ˆ:k M M→ . Так как многообразие M  одно-
связно, то существует универсальное накрывающее отображение ˆ ˆ:k M M→ , 
удовлетворяющее равенству ˆk k k=  . Пусть G , G  и Ĝ  – группы накрыва-
ющих преобразований для накрывающих отображений k , k  и k̂  соответ-
ственно, причем ˆ/G G GΨ ≅ ≅  . 

Рассмотрим следующие прообразы H -расслоения ℜ  относительно  
k  и k : 

*: {( , ) | ( ) ( )}x u M k x u kℜ = ∈ ×ℜ = π = ℜ     и 

*ˆ ˆˆ ˆ: {( , ) | ( ) ( )}x u M k x u kℜ = ∈ ×ℜ = π = ℜ . 

Заметим, что  

: : ( , ) ( ( ), )x u k x uθ =ℜ→ℜ      ( , )x u∀ ∈ℜ , 

ˆ ˆ ˆ: : ( , ) ( ( ), )x u k x uθ =ℜ→ℜ   ˆˆ( , )x u∀ ∈ℜ , 

ˆˆ ˆ: : ( , ) ( ( ), )x u k x uθ =ℜ→ℜ    ( , )x u∀ ∈ℜ  –  

регулярные накрывающие отображения с группами накрывающих преобра-
зований G , G  и Ĝ  соответственно. Более того, GΓ ≅  , GΓ ≅  и ˆˆ GΓ ≅ . 

Пусть ( , )ℜ ℑ   и ˆ ˆ( , )ℜ ℑ  соответствующие поднятые слоения. Так как 
( , )M F   и ˆ ˆ( , )M F  являются простыми слоениями, то ( , )ℜ ℑ   и ˆ ˆ( , )ℜ ℑ   также 
простые слоения, которые образованы локально тривиальными расслоениями 

:b Wπ ℜ→   и ˆ ˆˆ :b Wπ ℜ→ . Следовательно, 0 ( , ) 0g ℜ ℑ =  , 0 ˆ ˆ( , ) 0g ℜ ℑ =  и 
/W =ℜ ℑ   , ˆ ˆ ˆ/W =ℜ ℑ  – гладкие многообразия. Так как расслоения :r M B→  
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и ˆ:r M B→  имеют одинаковую базу B , то каждый слой слоения ( , )M F   ин-
вариантен относительно действия группы Ĝ , т.е. ˆ ( , )LG A M F⊂   . Поэтому 
ˆ ( , )LAΓ ⊂ ℜ ℑ   и пространства слоев / Wℜ ℑ=    и ˆ ˆ ˆ/ Wℜ ℑ=  совпадают, т.е. 

ˆW W= . Следовательно, группы базовых автоморфизмов ( , )BA ℜ ℑ   и 
ˆ ˆ( , )BA ℜ ℑ  могут быть отождествлены, т.е. ˆ ˆ( , ) ( , )B BA Aℜ ℑ = ℜ ℑ  . 

Согласно условиям доказываемой теоремы Ψ  – дискретная подгруппа 
группы Ли ( , )Aut B η . Пусть ( )N Ψ  – нормализатор Ψ  в группе Ли ( , )Aut B η . 
Тогда ( )N Ψ  – замкнутая подгруппа Ли группы Ли ( , )Aut B η , фактор-группа 

( ) /N Ψ Ψ  также является группой Ли. 
Пусть : Mπ ℜ→  – проекция слоеного расслоения над (M, F). Благода-

ря дискретности глобальной группы голономии Ψ  в группе Ли ( , )Aut B η  
поднятое слоение ( , )ℜ ℑ   образовано слоями некоторого локально тривиаль-
ного расслоения :b Wπ ℜ→ , которое называется базовым. Подчеркнем,  
что существует отображение ˆ:W Wτ → , удовлетворяющее равенству 

ˆ b bτ π = θ π  . Непосредственная проверка показывает, что ˆ:W Wτ →  – регу-
лярное накрывающее отображение с группой накрывающих преобразований 
Φ , ˆˆ( , )HA WΦ ⊂ β , причем Φ  естественным образом изоморфна группам Ψ ,  
G  и Γ . 

Обозначим через ( ( , ), )P B Hη = ω  картанову геометрию с проекцией 
:p P B→  на B , определенную в доказательстве теоремы 1. Заметим, что 

Ŵ P=  – пространство главного H -расслоения для картановой геометрии η. 
Так как ˆ:k M M→ , ˆ:θ ℜ→ℜ  и : Mπ ℜ→  – морфизмы следующих слоений 

ˆ ˆ: ( , ) ( , )k M F M F→ , ˆ ˆ: ( , ) ( , )θ ℜ ℑ → ℜ ℑ  и : ( , ) ( , )Mπ ℜ ℑ → ℑ  в категории сло-
ений , то определены отображения ˆ : /B M Fτ →  и : / /s W W H M F→ ≅ , 
причем коммутативна диаграмма (рис. 2). 

 

 
Рис. 2 

 
Как доказано в [13, теорема 1], существуют изоморфизмы групп Ли: 

: ( , ) ( ) ( , )H
BA M F im A Wε → ε ⊂ β  и  
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ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ: ( , ) ( , ) ( ) ( , )H
B BA M F A M F im A Wε ≅ → ε ⊂ β  . 

Определим отображение : ( ) ( ) /im NΘ ε → Φ Φ  следующим образом. 

Возьмем произвольный элемент ( ) ( , )Hh im A W∈ ε ⊂ β . Обозначим элемент 

( ) ( , )Hh im A W∈ ε ⊂ β  через ( , ) ( , )L Bf A M F A M F⋅ ∈ , где ( , )f A M F∈ .  
Так как :k M M→   – универсальное накрывающее отображение, то суще-
ствует диффеоморфизм ( )f Diff M∈  , лежащий над f  относительно. Заме-
тим, что ( , )f A M F∈   , тогда ( , ) ( , )L Bf A M F A M F⋅ ∈     . Рассмотрим 
ˆ ˆˆˆ ˆ: ( ( , )) ( ) ( , )H

Lh f A M F im A W= ε ⋅ ∈ ε ⊂ β   . Прямая проверка показывает, что ĥ  
лежит над h  относительно τ . Напомним, что Φ  – группа накрывающих пре-
образований накрытия ˆ:W Wτ → . Применяя предложение 1, мы получаем, 
что ˆ ( )h N∈ Φ  и множество всех автоморфизмов ˆ( )im ε , лежащих над h , равно 
множеству всех преобразований из класса ĥ ⋅Φ . Положим 

ˆ( ) : ( ) /h h NΘ = ⋅Φ∈ Φ Φ . Проверка показывает, что отображение 
: ( ) ( ) /im NΘ ε → Φ Φ  – мономорфизм групп. 

Эффективность картановой геометрии ( ( , ), )P B Hη = ω  на B , где 
ˆP W= , влечет существование изоморфизма групп Ли ˆˆ: ( , )HA Wσ β →  

( , )Aut B→ η . Заметим, что ( )σ Φ = Ψ  и ( ( )) ( )N Nσ Φ = Ψ , следовательно, су-
ществует индуцированный изоморфизм групп Ли : ( ) / ( ) /N Nσ Φ Φ→ Ψ Ψ . 
Тогда композиция мономорфизмов групп Ли  

: : ( , ) ( ) /BA M F Nδ = σ Θ ε → Ψ Ψ    

является требуемым мономорфизмом групп Ли. Благодаря единственности 
структуры группы Ли в группе базовых автоморфизмов ( , )BA M F  и [13, тео-
рема 1] образ ( )im δ  является открыто-замкнутой подгруппой фактор-группы 

( ) /N Ψ Ψ . ⬛ 
Доказательство теоремы 3.  
1. Согласно условиям доказываемой теоремы 3 ( , )M F  является  

Q -полным картановым слоением, причем распределение Q  интегрируемо.  

В этом случае существует q -мерное слоение ( , )tM F  такое, что tTF Q= . 
Пусть :k M M→   – универсальное накрывающее отображение. Из [15, пред-
ложение 2] известно, что в этом случае Q  является интегрируемой связно-
стью Эресмана для слоения ( , )M F . 

Согласно теореме о разложении Касивабары [17] универсальное 
накрывающее многообразие равно произведению многообразий M Q B= × , 
где Q  – универсальное накрывающее многообразие для любого слоя слоения 
( , )M F , а B  – универсальное накрывающее многообразие для любого слоя 

слоения ( , )tM F . Определены индуцированные слоения *:F k F= =  
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{ { }| }Q y y B= × ∈ , *: {{ } | }t tF k F z B z Q= = × ∈  , следовательно, ( , )M F  накры-
то расслоением :s Q B Q× →  . Так же как и в доказательстве теоремы 1, на 
многообразии B  индуцируется картанова геометрия η  такая, что ( , )M F  
становится ( ( , ), )Aut B Bη -слоением. 

2. Пусть Ψ  – глобальная группа голономии этого слоения. Предполо-
жим, что нормализатор ( )N Ψ  равен централизатору ( )Z Ψ  группы Ψ   

в группе ( ( , ), )Aut B Bη . Так как слоение ( , )tM F  накрыто расслоением 

:s Q B Q× →  , то для него определена глобальная группа голономии tΨ .  

Зафиксируем точки 0x M∈  и 1
0 0 0( , ) ( )z y k x M−∈ ∈  . Тогда фундамен-

тальная группа 1( , )M xπ  действует на универсальном накрывающем про-
странстве M Q B= ×  как группа накрывающих преобразований 1( , )G M x≅ π  
накрытия k . Так как G  сохраняет оба индуцированных слоения ( , )M F   и 

( , )tM F  , то каждый элемент g G∈   может быть записан в виде ( , )tg = ψ ψ , 

где tψ  – преобразование из подгруппы tΨ  в ( ),Diff Q  ,ψ∈Ψ  причем 

( , ) ( ( ), ( ))tg z y z y= ψ ψ , ( , )z y Q B∈ × . Отображения : : ( , )tG gχ →Ψ = ψ ψ ψ    

и : : ( , )t t t tG gχ →Ψ = ψ ψ ψ    являются эпиморфизмами указанных групп. 
Пусть h  – любой элемент из класса смежности ( )h NΨ∈ Ψ . Так как 

( ) ( )N ZΨ = Ψ , то мы получаем следующую цепочку равенств 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )t t
Q Q Qg id h id h id h= ψ ψ = ψ ψ =        

( , ) ( , ) ( , ) ( , )t t
Q Q Qid h id h id h gψ ψ = ψ ψ =        

для любого ( , )tg G= ψ ψ ∈  , т.е. ( , ) ( , )Q QG id h id h G=    . Следовательно,  

согласно предложению 1 диффеоморфизм h  проектируется на M , т.е.  
существует такое преобразование ( )h Diff M∈ , что ( , )Qid h  лежит над h   

относительно универсального накрытия :k M M→  . Используя принадлеж-
ность ( , ) ( , )Qid h A M F∈   , нетрудно проверить, что ( , )h A M F∈ . Следова-

тельно, отображение : ( , ) ( ) /BA M F Nε → Ψ Ψ , заданное равенством 
( ( , ))Lh A M F hε ⋅ = , является сюръективно. Таким образом, ε  – изоморфизм 

групп Ли. ⬛  

6. Пример вычисления группы базовых автоморфизмов 

Пусть qS  – q -мерная стандартная сфера, где 3q ≥ . Отождествим qS  

с { }qR ∪ ∞ , где { }∞  – бесконечно удаленная точка. Определим преобразова-

ние : q qS Sψ →  равенством ( )z zψ = λ  для любого { }q qz S R∈ ≅ ∪ ∞ , где λ  – 
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действительное число, причем 0 1< λ < . Обозначим через ( )qConf S  группу 

Ли всех конформных преобразований сферы qS . Пусть Ψ =< ψ > , подгруппа 

группы ( )qConf S , порожденная преобразованием ψ , и изоморфная Z . 

Определим действие группы целых чисел Z  на произведении 1 qR S×  равен-
ством ( , ) ( , ( ))nn t z t n z= − ψ  для любых n Z∈ , 1( , )t z R Z∈ × . Это действие 
свободное и собственно разрывное, поэтому определено многообразие орбит 

1 q
ZM R S= ×  и фактор-отображение 1: qf R S M× → . Так как указанное дей-

ствие сохраняет структуру произведения 1 qR S× , то определены два слоения 
( , )M F  и ( , )tM F , накрытые тривиальными расслоениями 1

2 : q qpr R S S× →  

и 1 1
1 : qpr R S R× →  соответственно. Обозначим через 1 1: R Sχ →  и 

: /q qS Sν → Ψ  проекции на пространство орбит, а через : /r M M F→  – 
проекцию на пространство слоев слоения ( , )M F . Наблюдения показывают, 

что топологические пространства /M F и /qS Ψ  гомеоморфны и удовлетво-
ряют коммутативной диаграмме (рис. 3), где 1:p M S→  – проекция локально 

тривиального расслоения, образованного слоями ( , )tM F . Так как многооб-
разие M  является пространством локально тривиального расслоения над 
окружностью 1S  с компактным стандартным слоем qS , то M  – компактно.  

 

 
Рис. 3 

 
Распределение Q , касательное к слоям слоения ( , )tM F , является ин-

тегрируемой связностью Эресмана для слоения ( , )M F . Слоение ( , )M F  
имеет два компактных слоя 1L  и 2L , диффеоморфные окружности, любой 
другой слой L  диффеоморфен прямой, а его замыкание равно объединению 

1 2L L L∪ ∪ . Подчеркнем, что ( , )M F  – конфорное слоение, которое можно 

рассматривать как картаново типа ( , )G H , где ( )qG Conf S= , а H  – стацио-

нарная подгруппа группы ( )qConf S  в некоторой точке из qS . Как известно, 

( )H CO q≅ qR  – полупрямое произведение конформной группы 

( ) ( )CO q R O q+= ×  и нормальной абелевой подгруппы qR . Заметим, что Ψ  – 
глобальная группа голономии слоения ( , )M F , причем Ψ  – дискретная под-

группа группы Ли ( )qConf S . 
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Нетрудно проверить, что нормализатор группы Ψ  равен 
( ) ( )N R O q+Ψ = ×  и совпадает и централизатором ( )Z Ψ . Применяя теорему 3, 

мы получаем, что группа базовых автоморфизмов ( , )BA M F  является груп-

пой Ли, изоморфной фактор-группе ( ) / (1) ( )N U O qΨ Ψ ≅ × , где 1(1)U S≅ . 
Таким образом, группа Ли базовых автоморфизмов ( , )BA M F  изоморфна 
произведению групп Ли (1) ( )U O q× . 
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